Cwiczenie 4

Filtry — wltasciwosci, projektowanie,
przetwarzanie sygnalow

4.1. Podstawy teoretyczne

Najczesciej spotykane filtry cyfrowe sg to uktady liniowe i stacjonarne — a wiec
sktadaja si¢ z operacji liniowych wykonywanych na przetwarzanym sygnale: op0z-
nienia, mnozenia przez statg, sumowania.

W uzasadnionych przypadkach stosuje si¢ inne filtry — nieliniowe albo nie-
stacjonarne, ale ich analiza jest znacznie trudniejsza. W opisie filtréw liniowych
i stacjonarnych mozna stosowac takie bardzo przydatne pojecia, jak:
odpowiedzZ impulsowa h[n|,
transmitancja H (z) albo H (ei?),
charakterystyki czestotliwoSciowe

amplitudowa A(#) = |H (el?)],
fazowa (6) = arg H (el?),
opdznienie grupowe 7(0) = —dﬁ—(f).
Nalezy zauwazy¢, ze fizyczne realizacje filtrow cyfrowych sg liniowe tylko
w przyblizeniu — pracujg na sygnatach skwantowanych, mnozenie wykonuja ze
skoficzona precyzja, i maja ograniczony zakres przetwarzanych liczb.

1.

4.1.1. USrednianie z wagami, czyli filtry SOI (ang. FIR)

Najprostsze w realizacji i w analizie oraz projektowaniu sg filtry, w ktérych
pewna liczba przesztych probek jest zapamietywana, a nast¢pnie sumowana z wagami
(rys. 4.1). Zauwaz, ze na schematach filtréw 2! oznacza op6Znienie sygnatu o jedng
probke.

' Po angielsku najcze$ciej uzywa sie terminu . frequency response”, a wiec ,,odpowiedz czg-
stotliwoSciowa; po polsku zamiast amplitudowa charakterystyka czestotliwoSciowa czesto pisze si¢
sie skrétowo ,,charakterystyka amplitudowa™ albo ,,charakterystyka czestotliwoSciowa”. OczywiScie
najbardziej poprawnie jest uzywaé terminu doktadnego.



118 Cwiczenie 4. Filtry — wlasciwosci, projektowanie, przetwarzanie sygnatéw

z-1 z-1 71

o N

DD

Rysunek 4.1. Filtr SOI w strukturze transwersalnej

Jak tatwo sobie wyobrazié, patrzac na rysunek, filtr taki realizuje bezpoSrednio
splot sygnatu wejsciowego z ciagiem bk] = {bg, b1, ba, b3}.

y(n) = Z x(n —k)b(k). 4.1)

To oznacza, ze cigg wspétczynnikéw b|k] jest po prostu odpowiedzig impulsowa
tego filtru, i jest to filtr o skoriczonej odpowiedzi impulsowej — SOI (ang. Finite
Impulse Response — FIR). W tym wypadku dlugo$¢ odpowiedzi wynosi 4.

Gdy przypomnimy sobie, ze splot w dziedzinie czasu odpowiada mnozeniu
w dziedzinie widma®, zobaczymy natychmiast, ze charakterystyka czestotliwosciowa
filtru to transformata Fouriera jego odpowiedzi impulsowej — a w przypadku filtru
SOI ciagu jego wspotczynnikow.

Sprobujmy zapisac rOwnanie (4.1) w dziedzinie przeksztalcenia Z. Przeksztatce-
nie Z jest liniowe [4] —to znaczy, ze sumowanie i skalowanie (sygnatéw) w dziedzinie
n mozna przenies¢ na takie same operacje (na transformatach tych sygnatéw) w dzie-
dzinie z. Natomiast op6Znieniu w dziedzinie czasu x(n — ng) odpowiada mnozenie
X (z) przez z—".

Otrzymujemy wiec

K

Y(z) =Y X(z)-z "b(k). (4.2)

k=0

Ciggu wspotczynnikdéw by na razie nie przeksztalcamy — z punktu widzenia sy-
gnalu to sg stale skalujgce! Mozemy jednak wyciggnaé X (z) przed sume (to jest

? Uwaga, to jest proste dla sygnaléw o ograniczonej energii (z widmem ciagtym — i o takich
sygnatach tu méwimy) — jesli widmo jest dyskretne, splot w dziedzinie czasu musi by¢ splotem
kotowym (okresowym).
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bardzo przydatna wtasno$¢ przeksztalcenia Z — mozliwos¢ rozdzielenia operatora
opOZnienia od transformaty sygnatu)

K
Y(2) = X(2) > 2 "b(k) = X(2)- H(z). (4.3)
k=0

K
W ten spos6b zobaczylismy, ze H(z) = . b(k)z~* —czyli H(z) jest to transfor-
k=0

mata Z odpowiedzi impulsowej filtru (a dla filtru SOI — ciggu jego wspétczynnikow).
Gdyby wiec b[n] = 1, 3,3, —1,to H(z) = 13271 +3272— 273, Jest to wie-
lomian rzedu 3 (liczy sie najwyzsza potega 2z~ 1), czyli mamy do czynienia z filtrem
rzedu 3. Zauwaz, ze filtr SOI rzedu 3 ma 3 bloki opdZnienia, ale 4 wspétczynniki.
Réwnie szybko uzyskamy charakterystyke czestotliwo$ciowq. Podstawiajac
z = eI? do wzoru definiujacego przeksztalcenie Z otrzymuje si¢ przeksztalcenie
Fouriera (inaczej mozna to sformufowac ,,obliczajac transformate Z na okrggu
jednostkowym z = e ...”).
Zatem, aby otrzymac charakterystyke czestotliwoSciowy filtru SOI, wystarczy:
— zapisaé transformate Z odpowiedzi impulsowej,
— podstawié¢ z = el
— i gotowe — teraz mozna np. obliczyé i wykreslié¢ modut A(6) = |H (ei?)].
Wielomian H (z) w przypadku filtru SOI okresla jednoznacznie charakterystyke
filtru. Poniewaz wielomian mozna opisa¢ (z doktadnoScia do statej skalujacej)
polozeniem jego pierwiastkdw,

H(z)=C-(z—2z1)(z — 22)(2 — 23) ... 4.4)

warto si¢ zastanowi¢, o czym méwig nam pierwiastki H(z). Otéz polozenia pier-
wiastkOw (zer transmitancji) w poblizu okregu jednostkowego (lub na nim) wy-
znaczaja czestotliwosci, dla ktérych filtr ma znaczne tlumienie. Aby to zrozumiec,
zapiszmy w podobnej postaci A(6)

A(0) = [H(2)|omerw = O [e¥ = 21| - [e¥ = za| -Je* =z - ... (45)

Widag, ze zawsze, gdy odlegtos¢ kartezjariska punktu z = eI? od jakiegos zera z;
jest niewielka, A(#) jest pod silnym wplywem tego zera.

4.1.2. Sprzezenie zwrotne, czyli filtry NOI (ang. IIR)

Uktady filtrow SOI zawieraly operacje opdZnienia tylko dla sygnatu wejsciowego.
Jesli do sumy wprowadzimy takze opdZniony sygnatl z wyjscia, otrzymamy uktad ze
sprzezeniem zwrotnym. W takim uktadzie raz wprowadzone pobudzenie moze nigdy
nie zanikna¢. Dlatego te klase filtréw nazywamy filtrami NOI (o nieskoriczonej
odpowiedzi impulsowej; ang. Infinite Impulse Response — IIR).
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Przeanalizujmy co dzieje si¢ w uktadzie jak na rys. 4.2. Otéz

y(n) =z(n) +ay(n — 1) (4.6)
Y(2) = X(2) +aY(2)z} 4.7)
1
Y(z) = X(z2) TR (4.8)
Y (2) 1 Z
H(z) = = = 49
(=) X(z) 1—az7! 2z-a’ (49)
awiec h(n) = a™u(n) jesli szukamy rozwigzania przyczynowego.
x(n) y(n)
o »
delay
Rysunek 4.2. Bardzo prosty filtr NOI
Sprébujmy wyznaczy¢ charakterystyke amplitudowg filtru:
H(z) = — (4.10)
z—a
i0
i6 e’
H(e') = 5 — @.11)
- 1
H(e) = —— 4.12
1) = s @12
- 1 1
[H(e?)| = (4.13)

~ Jcos® —a+jsinf]  /1—2a-cosf+ a2

Funkcje te¢ wykreslono na rys. 4.3 w funkcji czestotliwoSci unormowanej (czyli %).
Jak widaé, H(z) jest funkcjg wymierna, czyli ilorazem dwéch wielomianéw.
Wielomian mianownika ma pierwiastek w punkcie a — jest to biegun funkcji H(z),
i ten biegun jest odpowiedzialny za sktadnik a"u(n) w odpowiedzi impulsowe;j.
Kazda funkcje wymierng mozna roztozy¢ na utamki proste; w przypadku
transmitancji taki rozktad pozwala tatwo znalez¢ jej odwrotng transformate Z
(czyli odpowiedzZ impulsowg uktadu).
Jesli X (2) jest funkcja wymierng z M zerami i N ré6znymi® biegunami dj,,

M—N N
. Ay, a
XE) = 2 B+ ) g A= (- de) X(G)
r= k=1

Z=dk

3 Co dzieje sie przy biegunach wielokrotnych, zalecamy sprawdzi¢ w podreczniku analizy
z pierwszego roku studiow.
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Rysunek 4.3. Charakterystyka amplitudowa filtru z rys. 4.2

Szukanie transformaty odwrotnej z tak roztozonego wielomianu jest proste —
kazdy biegun dj, generuje nam sktadowa wyktadnicza u(n)dj . Latwo teraz wyjasnic,
dlaczego bieguny muszg by¢ wewnatrz okregu jednostkowego — dla |dy| > 1 taka
sktadowa narasta wyktadniczo.

Warto zauwazy¢, ze para biegunéw sprzgzonych (w zapisie biegunowym: retif
i re73%) wygeneruje razem u(n) - " - (e139" 4-e 739, czyli zanikajaca* wyktadniczo
kosinusoide.

4.1.3. Projektowanie filtrow

Co to znaczy zaprojektowac filtr?

— Zdefiniowa¢ wymagania (co wlasciwie chcemy od filtru).

— Okreslié, czy filtr bedzie NOI czy SOI (z tego wynika inny spos6b projektowania,
inne niebezpieczenstwa i inne implementacije).

— Okresli€ rzad filtru (szukamy najnizszego rzedu, ktéry pozwala spetni¢ wymagania
— ale czesto zdarza si¢, ze mamy tez ograniczenie maksymalnego rzedu wynikajace
z mozliwosci realizacyjnych, i wtedy wymagania trzeba nagiac).

— ZnaleZ¢ wsp6tczynniki filtru.

— Zdecydowacd o szczegdtach implementacji (nie zawsze mozna filtr wysokiego
rzedu zrealizowaC wprost ze wzoru; trzeba zabezpieczyC si¢ przed kumulacija
btedéw numerycznych, przed przekroczeniem zakresu dynamiki itd.).

Jak opisa¢ wymagania na charakterystyke filtru?

— Zdecydowaé, dla jakich czestotliwosci filtr ma przepuszczaé sygnal (pasmo
przepustowe — ang. passband), dla jakich ma ttumi¢ (pasmo zaporowe — ang.

* Chyba ze » > 1, wtedy bedzie narastajaca — ale ukladéw z takimi biegunami zazwyczaj
unikamy.
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stopband), a dla jakich jest nam obojetne co bedzie (pasmo przejSciowe — ang.
transition band).

— Opisa¢ dopuszczalne tolerancje: zafalowania (ang. ripple), minimalne tlumienie
(ang. attenuation) — patrz rys. 4.4.

— Nie przesadzac z precyzowaniem wymagan — da¢ metodom projektowania troche
swobody (np. pasmo przej$ciowe). Zadanie projektowania filtru zbyt idealnego mo-
ze skoniczy¢ si¢ niepowodzeniem albo niepotrzebng komplikacja implementaciji.

— Zdecydowac czy zalezy nam na liniowoS$ci fazy (staloSci opdZnienia grupowego).

Ao (ejg) dopuszczalne zafalowania w pasmie przepustowym
/

[ pasmo
1
\ przepustowe

Rysunek 4.4. Opis tolerancji charakterystyki filtru

Aproksymacja charakterystyki
Chcemy znalez¢ ,,najlepsza” funkcje wymierna

bo + blz_l + ...+ bMZ_M
l4+az7 4+ ... +anzN

(NOD

albo
bo+ b1z 4+ ...+ byz™™ (SOD,

ktéra dobrze wypetni nasze wymagania. Nie nalezy zapomina¢, ze chcemy zapro-
jektowad filtr stabilny i przyczynowy>.

Innymi stowy, projektujac filtr rozwigzujemy zagadnienie aproksymacji wielo-
mianami lub funkcjami wymiernymi. Niestety, wielomian opisujacy funkcje A(6) dla
filtru SOI jest wielomianem trygonometrycznym (H (z) po podstawieniu z = ei?),
a dla filtru NOI oba wielomiany B(z) i A(z) sa trygonometryczne. Takie zagadnie-
nie (w przeciwienstwie do zwyktej aproksymacji wielomianowej) nie jest fatwe do
rozwiazania. Dlatego chetnie stosuje si¢ tu metody optymalizacyjne, polegajace
—w duzym uproszczeniu — na heurystycznym poszukiwaniu wspoétczynnikéw da-
jacych najlepsze przyblizenie zadanej® charakterystyki. W niniejszym ¢wiczeniu

3 Przyczynowos¢ jest wazna, jesli filtr ma pracowaé w czasie rzeczywistym. Jezeli filtrujemy za-
rejestrowany sygnat, mozemy uzy¢ filtru nieprzyczynowego — bieg czasu w sygnale nie jest zwigzany
z czasem fizycznym wykonania obliczer.

® Stowo ,,zadana” mozna tez napisaé bez polskich liter: ,,zadana” i, o dziwo, sens si¢ nie zmieni.
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sprébujemy jednak pokazad kilka metod algorytmicznych, tj. takich, w ktérych po
wykonaniu znanej liczby krokow na pewno osiagniemy sukces.

Opédznienie grupowe

Opdznienie grupowe jest to parametr mowiacy o tym, jak opdzniana jest obwied-
nia impulsu o danej czestotliwosci. W wielu zastosowaniach wazne jest, aby rézne
sktadowe przechodzity przez uktad z tym samym opdznieniem — inaczej nastepuje
dyspersja sygnatu, ktora jest zjawiskiem niepozadanym:

— dyspersja w torze telekomunikacyjnym moze powodowac interferencje miedzy-
symbolowg i inne btedy demodulacji transmisji cyfrowej;
— dyspersja w torze audio powoduje spadek jakosci odstuchu.

Opdznienie grupowe matematycznie definiuje si¢ jako wzigta ze znakiem minus

pochodng charakterystyki fazowej wzgledem czestotliwosci:

7(0) = —dy(0)/dé. (4.14)

Mozna udowodnié, ze filtr, ktérego odpowiedZ impulsowa jest symetryczna
wzgledem pewnego punktu P, takiego, ze 2P jest liczba catkowity (2P € Z)

WP +n)=h(P —n) (4.15)

lub antysymetryczna
h(P+n)=—h(P —n), (4.16)

bedzie miat stale opdZnienie grupowe (i wyniesie ono P — czyli moze by¢ catkowite
lub potéwkowe).
Prosty dowdd pozostawiamy Czytelnikowi’.

Decyzja: SOI czy NOI?

Skrétowo podamy tu wady (—) i zalety (4) obu typow filtrow.
Filtry SOI (FIR):
fatwo zaprojektowac metodg algorytmiczna,
zawsze sg stabilne,
fatwo w nich zapanowad nad zakresem dynamicznym sygnatu,
typowe metody ich projektowania gwarantuja stale opdznienie grupowe,
pozwalaja stosunkowo fatwo zrealizowac charakterystyke pasmowozaporowa,
wymagaja wysokich rzedéw do osiggniecia waskich pasm przejSciowych.
Filtry NOI (IIR):
+ pozwalaja osiggna¢ wymagang charakterystyke znacznie mniejszym kosztem
(obliczen i pamigci),
+ stosunkowo tatwo w nich implementowac charakterystyke pasmowoprzepustowa,

+ o+ + + +

7 Wystarczy zaczaé od nieprzyczynowego filtru z P = 0 i mozna natychmiast zobaczy¢, co
wynika z tej symetrii.
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— niosg ze sobg ryzyko niestabilnosci,

— sg wrazliwe na efekty kwantowania wspétczynnikow,

— wymagaja dodatkowych zabiegéw w celu ograniczenia ryzyka przekroczenia
zakresu liczbowego,

— s3 trudne w projektowaniu,

— nie mogg zapewnic statego opdZnienia grupowego.

SOI: metoda obci¢cia odpowiedzi impulsowej (szeregu Fouriera)

Metoda obciecia odpowiedzi impulsowej jest prosta, po przeprowadzeniu pro-
jektowania zgodnie z podanym ,,przepisem” uzyskujemy dobry wynik, wykonujac
z gory okreslong liczbe operacji arytmetycznych.

Metode pokazemy na przyktadzie filtru dolnoprzepustowego z pasmem przepu-
stowym do 0,,.

1dla 0] < 6,

i 0 zerowej® fazie
Odlad, < |0| <

— Zaczynamy od idealnego filtru: Ay(0) = {

—czyli Ho(el?) = Ag(0).
— Odpowiedz impulsowa obliczymy z odwrotnej transformaty Fouriera:

s
ho(n) = 5= [ Ho(eM)eim’ag = 2 S0 20 gp‘)p _ 1 omofy
i otrzymujemy idealny, ale nieprzyczynowy filtr o nieskoriczonej odpowiedzi. ..
— Przycinamy wiec odpowiedz, aby byla skoriczona: hp[n] = hg[n] g[n]
(funkcja g[n] = 0 dla |n| > P - czyli okno, np. prostokatne).
— Aby filtr byl przyczynowy, wystarczy przesungé odpowiedZ impulsowa (op6Znié
sygnat o P probek), tak, aby lewa skrajna probka znalazla si¢ w n = 0: h[n] =
= hp[n — P].
— Ostatecznie otrzymamy

2P

H(z)= Z h(n) 27" = 2P Hp(2).
n=0

Jest to filtr o liniowej charakterystyce fazowej — a wigc o stalym opdZnieniu
grupowym réwnym P (z poprzedniego rozdzialu pamietamy, ze to jest wazne w wielu
zastosowaniach np. telekomunikacyjnych — filtrowane impulsy nie ulegng dyspersji).

Jak ma si¢ taki ,,obciety” filtr do filtru idealnego?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, zndw uciekniemy si¢ do mnozenia w dziedzinie
czasu i rOwnowaznego splatania w dziedzinie widma. Ot6z, obcinajac odpowiedz
impulsowa pomnozylismy jg przez okno prostokatne g[n| o dtugosci L = 2P + 1.

% Jak cos jest stale réwne zero, to jest liniowa funkcja dowolnej zmiennej — np. zmiennej 6.
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To znaczy, ze w dziedzinie widma spletlismy idealng charakterystyke z funkcja

G(0) = gy -

Taki splot:

— rozmyl nam ostre przejscie z pasma przepustowego do zaporowego — uzyskato
ono teraz praktycznie szeroko$é réwng szerokosci listka gtéwnego G (0),

— przeni6st nieco energii z pasma przepustowego do zaporowego, splatajac z listkami
bocznymi G(6) — skutkiem sg zafalowania w pasmie przepustowym i niepetne
ttumienie w pasmie zaporowym (w obu przypadkach zobaczymy tu ksztalt listkow
bocznych — jest to znany z syntezy sygnatu prostokatnego efekt Gibbsa).

Efekt zafalowan mozemy zmniejszy¢, uzywajac innego okna (rys. 4.5) — ale
kosztem bedzie szersze pasmo przejsSciowe (bo ,,lepsze” okna majg szerszy listek

gtéwny G(6)).

Gibbs effect Gibbs effect
1,04 | 1 —-—-—weg
1,02 | | 08
0,6 t
1
0,4 t
0,98 t
0,2 t
0,96 t
N N A N N 0 " 1 1 L
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,5 1 L5 2 2,5 3

Rysunek 4.5. Efekt Gibbsa (linia czarna) i jego zmniejszenie z uzyciem okna Hamminga (linia szara)

Warto podkresli¢, ze obcigcie oknem prostokatnym prowadzi do optymalnej
aproksymacji w sensie Sredniokwadratowym (ktéra jednak nie jest optymalna
w sensie zdrowego rozsadku).

SOI i NOI - metody optymalizacyjne

Metody optymalizacyjne projektowania filtrow zazwyczaj pozwalajg spetnic
wymagania przy nizszym rzedzie filtru, niz metody ,.deterministyczne”. Za to
obarczone sa ryzykiem dlugich obliczen w czasie projektowania i ewentualnego
nieuzyskania dobrego rozwigzania.

Metody optymalizacyjne rozwigzywania wszelkich zagadnien polegaja na sfor-
mutowaniu funkcji celu i znalezieniu jej maksimum — lub odwrotnie, sformutowaniu
funkcji kary i szukaniu minimum. Nie jest celem tego przedmiotu wyktad metod,
jakimi si¢ to osigga; ograniczymy si¢ do pokazania, jak takg funkcje¢ kary mozna
sformutowac.

Ot6z celem przy projektowaniu filtru jest uzyskanie charakterystyki A(6) mozli-
wie bliskiej charakterystyce idealnej Ag(#) — oznacza to, ze chcielibySmy minimali-
zowaé odchyltke |A(0) — Ag(0)| na calym interesujacym nas przedziale wartosci 0
(mozemy np. wykluczy¢ z minimalizacji pasmo przejSciowe). Aby zastosowaé me-
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tody optymalizacji, trzeba ten nasz cel sprowadzi¢ do minimalizacji pewnej wartoSci
skalarnej €, charakteryzujacej odchytke na calym przedziale.

Poniewaz do minimalizacji zatrudnimy komputer, odchytke bedziemy obliczac
w skoniczonej liczbie punktéw z tego przedziatu (przy czym niektére metody
zmieniajg rozktad tych punktéw w trakcie iteracji). Popularne podejscie zwane
Sredniokwadratowym polega na sumowaniu kwadratéw odchytek:

e = [A(6r) — Ao(6r)|*- (4.17)
k

Podejscie Sredniokwadratowe czesto prowadzi do efektywnych algorytmow
minimalizacji. Warto jednak przypomnie¢ sobie przyktad efektu Gibbsa: zachodzi
on wlasnie dla najlepszego Sredniokwadratowo przyblizenia funkcji prostokgtnej;
mimo ze Sredniokwadratowy btad jest maty, to maksymalny btad pozostaje duzy.

Dlatego w projektowaniu filtréw czesto stosuje si¢ podejScie zwane minimakso-
wym — minimalizuje si¢ w nim maksymalng odchytke. Poniewaz to prowadzi do
nieciekawych wlasnosci funkcji kary®, czesto przyblizamy te funkcje suma bie-
déw podniesionych do wysokiej potegi (duze wartoSci p, a czesto — p narastajace
w kolejnych iteracjach):

e = |A(k) — Ao(01)[*". (4.18)
k

Praktycznie takg metodyke realizujg gotowe funkcje Matlaba:
— funkcja firpm pozwala zaprojektowaé filtr SOI metoda minimaksowa!?,
— funkcja yulewalk aproksymuje Sredniokwadratowo wymagang charakterystyke
dla filtru NOI.

NOI - projektowanie za pomocg prototypu analogowego

Ponizsza metoda projektowania pozwala uzyskac stosunkowo dobre wyniki przy
deterministycznym naktadzie obliczen.

We wstepnych rozwazaniach zauwazyliSmy, ze potrzebujemy nietatwej aproksy-
macji zadanej funkcji ilorazami wielomianéw trygonometrycznych. Dla filtréw ana-
logowych opracowano wiele metod tatwej aproksymacji funkcji zwyktymi funkcjami
wymiernymi. Tu sprébujemy ten olbrzymi zas6b wiedzy wykorzystac, projektujac
filtr analogowy, a nastepnie przenoszac projekt do dziedziny filtréw cyfrowych.

Zasadniczymi réznicami mi¢dzy pojeciem czgstotliwosci dla sygnatéw z czasem
dyskretnym w stosunku do sygnalow z czasem ciagtym sa:

— unormowanie cze¢stotliwosci do czgstotliwosci probkowania,
— okresowos¢ osi czestotliwosci.

? Dobrze jest np. jesli funkcja kary jest rézniczkowalna — po szersze informacje odsylamy do
literatury na temat optymalizacji.
10 Literki ,,pm” pochodza od nazwisk autoréw tego algorytmu — Parksa i McClellana.
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To wlasnie okresowos$¢ czestotliwosci jest przyczyna, dla ktérej charakterystyki
czestotliwoSciowe filtréw cyfrowych sa opisane trygonometrycznymi funkcjami
wymiernymi.

Aby ulatwi¢ zrozumienie toku post¢powania przy projektowaniu filtru NOI za
pomoca prototypu analogowego, najpierw nakreslimy plan dziatania, a w kolejnych
akapitach wyjasnimy doktadniej kolejne kroki. Aby zaprojektowac filtr ta metoda,
musimy:

— przygotowaé wymagania na filtr cyfrowy w dziedzinie cze¢sto$ci unormowane;j 0,
— przettumaczy¢ te wymagania na prototyp analogowy, a wiec na dziedzing w,

— zaprojektowaé transmitancj¢ prototypu jako funkcje wymierng H (s),

— przettumaczyé H (s) na wymierng funkcje trygonometryczna H (2).

Na szczeScie operacje te Matlab dostarcza w postaci gotowych funkcji. Tutaj wiec
tylko sprébujemy zrozumie¢ na czym one polegaja od strony pojeciowe;.

Zacznijmy od korica — od zamiany transmitancji filtru analogowego H (s) na
transmitancje filtru cyfrowego H (z). Chcemy przy tym przeksztalcié¢ jeden okres
osi pulsacji # (od —m do 7) na calg oS pulsacji w (od —oo do +00), uwzgledniajac
przy tym okres probkowania 7. Bardzo potrzebne tez byloby, gdyby ponadto
zagwarantowacd stabilno$¢ uzyskanego filtru.

Takie wlaSciwoSci ma tzw. przeksztatcenie biliniowe przeprowadzajace catg
dziedzin¢ 2 na dziedzin¢ s

2 1—271
= — : 4.19
T s 1+ 271 (4.19)
Przeksztalcenie to przeprowadza o§ pulsacji z = eI’ na of pulsacji s = jw,

i wnetrze okrggu jednostkowego |z| < 1 na lewg pdiptaszczyzne Re s < 0. Filtr
zaprojektowany jako stabilny w s zostanie wiec przeksztalcony na filtr stabilny
w 2z (patrz rys. 4.6).

A Rez A Jms

Rysunek 4.6. Przeksztalcenie biliniowe

Jedli, korzystajac z powyzszego przeksztalcenia, zaprojektujemy transmitan-
cje filtru analogowego H (s) i nastgpnie podstawimy s wedlug wzoru (4.19), to
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charakterystyka czestotliwo$ciowa filtru ulegnie pewnemu znieksztalceniu — pul-

sacji analogowej w odpowiadac bedzie pulsacja 6 taka, ze jw = %% Po

niewielkim uproszczeniu'! widaé, ze
2. 0
= —tg —. 4.20
W=ty (4.20)

Wobec tego wymagania na filtr (np. pulsacje graniczng 6y) trzeba przenies¢ do
dziedziny w wlasnie wedtug powyzszego wzoru. Nalezy tylko pamietac, ze funkcja
opisana wzorem (4.20) jest nieliniowa'?.

Procedura projektowania filtru cyfrowego przy zastosowaniu przeksztatcenia
biliniowego polega wiec na:
— przeliczeniu wymaganych unormowanych czestotliwosci granicznych w dziedzinie

a) Filtr Butterwortha b) Filtr Czebyszewa typ I

1 J— . . 1 . . .
0.8 f 1 08F
0,6 . 0,6 [
04 1 0,4
02 ¢ 1027

0 - . s . 0 - . -

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
n Jn

c) Filtr Czebyszewa typ 11 d) Filtr Cauera (eliptyczny)

1 - - : 1 — - - :
0,8 1 \ 1 0,8 [
0,6 1 0,6
0,4 | {1 04r
0,2 1 02

0 ' T " " " 0 . \/

0 01 02 03 04 05 0 o1 02 03 04 05
n n

Rysunek 4.7. Pogladowe charakterystyki amplitudowe dolnoprzepustowych filtréw zaprojektowa-
nych z wykorzystaniem aproksymacji: a) Butterwortha, b), c) Czebyszewa typ I i II, d) Cauera

1 Wystarczy podstawi¢ 1 = et3/29.

¢7/29 przed nawias.
12 Po angielsku nazywa sie te operacje prewarping; czasownik to warp oznacza ,,wykrzywiac,
wypaczacé”.

eI/20j (3971 = 73/20.73/29 4 potem wyciagnac



4.1. Podstawy teoretyczne 129

czasu dyskretnego na dziedzing czasu cigglego (wzdér (4.20) — po angielsku nazywa
si¢ t¢ operacje terminem prewarp),

— zastosowaniu gotowych metod aproksymacji funkcjami opartymi na znanych
wielomianach i obliczeniu transmitancji prototypu H,(s),

— podstawieniu zamiast s wyrazenia biliniowego (4.19).

Korzystajac z gotowych funkcji Matlaba realizujacych t¢ procedurg, warto znac
wilasciwosci typowo stosowanych do aproksymacji rodzin wielomiandw:
— wielomiany Butterwortha dajg aproksymacje maksymalnie ptaska (bez zafalo-
War’l)13,
— wielomiany Czebyszewa daja zafalowania w jednej czesci (typ I — w pasmie
przepustowym, II — w zaporowym), a ptaskg charakterystyke w drugiej,
— wielomiany Cauera (eliptyczne) daja zafalowania w obu pasmach.
Pogladowo aproksymacije te (dla dziedziny cigglej) przedstawiono na rys. 4.7.
Limity zadane podczas projektowania zaznaczono szarymi odcinkami i gwiazdkami.

4.1.4. Triki implementacyjne

Problemy implementacyjne zostang tu tylko zasygnalizowane skrétowo.

Oszczedne implementacje filtrow SOI

Spetnienie wymagan przez filtry SOI czgsto wymaga uzycia wysokich rzedow
filtru. Jest jednak kilka sposobow na zmniejszenie ztozonoSci obliczeniowej filtru
SOL.

Po pierwsze, w filtrze o liniowej charakterystyce fazowej mozna wykorzystaé
symetri¢ odpowiedzi impulsowej — najpierw zsumowac¢ dwie probki sygnatu, a potem
raz je pomnozy¢ przez odpowiedni wspoétczynnik, i w ten sposéb oszczedzi¢ potowe
mnozen.

Po drugie, jesli odpowiedZ impulsowa filtru jest dluga, warto zastapic¢ splot
w dziedzinie czasu mnozeniem w dziedzinie widma — FFT i IFFT sg algorytmami
bardzo efektywnymi. Trzeba tylko pamigtaé, ze w ten sposéb realizujemy splot
kotowy — aby byt on réwnowazny liniowemu, trzeba dopetnic sygnaty zerami (a potem
odpowiednio skleja¢ wyniki filtrowania kolejnych blokéw)!*. Trzeba tez pamietad,
ze tu nie uzywa si¢ okien, bo to znieksztatcitoby przebieg sygnatu w dziedzinie
czasu.

Po trzecie, w niektorych sytuacjach (filtr dolnoprzepustowy, usredniajacy bardzo
wiele prébek) mozna wykorzysta¢ kaskade filtrow grzebieniowych, w ktérych nie
potrzeba mnozenia (wspétczynniki sg réwne 0 lub 1)1,

13 Ciekawym zbiegiem okolicznosci ,,butter” oznacza ,,masto”, a masto jest gladkie.

4 Wiecej informacji mozna szuka¢ pod hastem ,,overlap-add” i ,,overlap-save” — to sa nazwy
dwdéch metod sklejania blokéw danych filtrowanych w taki sposéb.

'S Ten temat jest tylko zasygnalizowany — mozna poszuka¢ w literaturze lub na wykladzie
z przedmiotu TRA.
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W strukturze transwersalnej (czyli wprost wedtug definicji splotu (4.1)), poka-
zanej na poczatku tego rozdziatu, na rys. 4.1, wszystkie sumowania wykonuje si¢
kaskadowo. Nie ma to raczej znaczenia w implementacji programowej na poje-
dynczym procesorze, natomiast w implementacjach sprzetowych (albo masywnie
wieloprocesorowych) moze by¢ krytycznym czynnikiem ograniczajacym predkosé
przetwarzania przy wysokich rzedach filtru — dane muszg przepropagowac przez
wszystkie sumatory w jednym cyklu zegara. W pewnym sensie kazdy sumator
,,czeka” na wynik z poprzedniego.

Jedli zamienimy miejscami bloki (rys. 4.8), to kazdy sumator ma na wykonanie
sumowania caty cykl — minus czas mnozenia przez wspotczynnik. Innymi stowy,
sumatory pracujg rownolegle, nie czekajac na siebie wzajemnie.

l
N/ N V4 V4
S I I e

Rysunek 4.8. Filtr SOI (FIR) w strukturze odwrdconej

Problem dynamiki

Po zaprojektowaniu filtru nalezy rozwazy¢, jak duze liczby mogg si¢ pojawic
wewnatrz ukfadu filtru (np. po pomnozeniu sygnatu przez duzy wspélczynnik,
albo po zakumulowaniu prébek w petli sprzezenia zwrotnego w filtrze NOI) —
przekroczenie zakresu reprezentacji liczbowej grozi nieprzyjemnymi efektami, ktore
bardzo trudno zanalizowac.

Ryzyko takich efektow mozna zmniejszy¢, dzielac filtr na sekcje nizszego rzedu
i odpowiednio ustawiajac kolejnos¢ sekcji oraz ich wzmocnienia.

Sekcja bikwadratowa

Zastanéwmy si¢, jak mozna filtr wysokiego rzedu podzieli¢ na sekcje nizszych
rzedow. Matematycznie polega to na zapisaniu licznika i mianownika w postaci
iloczynowej, co pozwala nast¢pnie podzieli¢ zera i bieguny na grupy realizowane
w réznych sekcjach.

Najmniejsza nietrywialng sekcja jest sekcja rzedu pierwszego H(z) = %
Pami¢tamy, ze zera i bieguny transmitancji mogg by¢ zespolone — w takiej sytuacji
mielibySmy klopot z implementacja: mimo ze wspoétczynniki filtru i sygnaty sa
rzeczywiste, trzeba by korzystac z arytmetyki liczb zespolonych. Dlatego najczesciej
wykorzystuje si¢ fakt, ze jesli wielomian o wspdtczynnikach rzeczywistych ma



4.1. Podstawy teoretyczne 131

pierwiastki zespolone, to wystepuja one parami sprz¢zonymi. To oznacza, ze warto
takie pary zebrac razem, i wtedy otrzymuje si¢ sekcje rzedu drugiego:

z—z, 22—z 1—=2Re(z)z 1 4 |2;]?2 2
z—2 z—25 1—2%Re(zp)27L + |2p|2272

Hyiq(2) = (4.21)

zwang sekcja bikwadratowa.

o) | C | 2%
A<=
—|z|? - A
- ] -

Rysunek 4.9. Implementacja sekcji bikwadratowej w strukturze odwrdéconej — oszczedzajacej zasoby
pamieciowe

Problem stabilnoSci

Filtr NOI moze by¢ niestabilny z kilku powodéw.

— Procedura projektowania (np. optymalizacyjna) moze da¢ w wyniku biegun poza
okregiem jednostkowym — wtedy mozna zareagowac, przenoszac ten biegun do
wewnatrz p := 1/p, co nie zmienia charakterystyki amplitudowe;.

— Kwantowanie wartoSci wsp6tczynnikow moze ,,wyprowadzi¢” biegun, ktdry lezat
blisko okregu jednostkowego poza t¢ granice. Radg na to jest dzielenie filtru na
sekcje niskiego rzedu (najczesciej rzedu 2, czyli bikwadratowe) — wtedy zmniejsza
sie skala wartoSci wspotczynnikéw. Inng metoda jest zastosowanie struktury
kratowej filtru, w ktorej wrazliwo$¢ na btedy wspolczynnikow jest mniejsza (za
cene wiekszej ztozonosSci obliczeniowej).

Struktura kratowa (ang. lattice)

Struktura kratowa (rys. 4.10 — wersja SOI) jest bardzo czesto uzywana w filtrach
adaptacyjnych. Tematyke filtréw kratowych studenci moga zglebia¢ na przedmiotach
zaawansowanych. Wspomnimy tylko, ze w strukturze tego typu realizuje si¢ r6zne
filtry (SOI i NOI), i ze obliczanie ich wspétczynnikéw nie jest bardzo proste.
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x(n) ¥(n)

Rysunek 4.10. Struktura kratowa filtru SOI
4.2. Zadania do pracy wlasnej studenta

Podobne zadania mogg znalez¢ si¢ na wejSciowce. Nie dotyczy to zadan ozna-
czonych tu jako ,,trudne”.
1) Idealny filtr LP.

-7 =0 0 0y s

Oblicz odpowiedz impulsowg idealnego filtru dolnoprzepustowego o charakterystyce
amplitudowej jak na rysunku. Przyjmij 6, = 7 /4 i charakterystyke fazowg réowna
zeru. Wskazowka: Przecalkowanie funkcji wyktadniczej w zadanych granicach nie
jest trudne.

2) Obcinajac wynik poprzedniego zadania oblicz wspotczynniki przyczynowe-
go filtru SOI rzedu 8 (czyli majacego odpowiedz impulsowa o dlugosci 9 prébek).
Naszkicuj odpowiedzZ impulsowa, zastandéw si¢ jakie bedzie on miatl opdZnienie
grupowe.

Wskazowka: Zajrzyj do opisu metody projektowania filtréw ,,poprzez obcigcie
szeregu Fouriera”.

3) Myslac kategoriami ,,mnozenie w czasie = splot w czestotliwosci” spro-
buj naszkicowac charakterystyke uzyskanego filtru przyczynowego i oszacowaé
szerokoS$¢ pasma przejsciowego.

4) Jak zmienilaby si¢ ww. charakterystyka, gdyby zamiast obciecia uzy¢ okna
(nieprostokatnego)?

5) Oblicz i naszkicuj charakterystyke amplitudowa filtru SOI o wspétczynnikach:

a) [1, —1],
b) [1, 1, 1],
o [1, —2,1].

6) Przeanalizuj filtr NOI o jednym biegunie rzeczywistym w punkcie a. Wybierz
a: |a| < 1, bo nie chcemy filtru niestabilnego.

a) Zapisz jego transmitancje w dziedzinie Z.
b) Znajdz charakterystyke filtru, sprobuj ja naszkicowac (do tego celu wylicz
wartoSci w charakterystycznych punktach — max, min itd. ...).



